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Preco nestaci analyticke rieSenie?
InZinierska realita je komplexna.

Komplexny Fyzikalny Systém Aproximacia a Simulacia
/ e auuu;
Qﬁ N Numericke :
r_H(D/J MEtOdy 1000 {
5I:II:I~Il | | |
a.o 0.2 0.4 i . 0.6 (1] 1.0
Mnohée fyzikalne systémy v Analyticke rieSenia su idealne, ale Cielom je premenit zlozité
letectve — od aerodynamiky po zriedkaveé. Numerické metody nam diferencidlne rovnice na sériu
riadenie letu — su opisané umoznuju najst vysoko presné aritmetickych operdacii, ktoré
rovnicami, ktoré nemaju aproximacie a simulovat dokaze vykonat pocitac.
jednoduché, ,ceruzkou na spravanie systéemov, ktoré by sme
papieri” rieSitelné vzorce. inak nedokazali analyzovat.
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Nase vypoctove laboratorium:
Dva nastroje, dva pristupy.

4\ MATLAB & SageMath
Komerény Standard v priemysle. Optimalizovany Open-source systém postaveny na Pythone.
pre numerické vypocty, maticové operacie a Zamerany na symbolickl matematiku, algebru
simulacie. a teoriu Cisel.
Silné stranky: Silné stranky:
» Vysoky vykon pre numerické ulohy (2-4x Vynimocné schopnosti v symbolickych
rychlejSi v testoch séitania radu). vypoctoch (derivacie, integraly).

EI:-% Simulink: Grafické prostredie pre

modelovanie dynamickych systémov. Cg:) Flexibilita vdaka ekosystemu Pythonu.

% Rozsiahle, profesionalne toolboxy @ Zadarmo, idealny pre akademicku pracu
=] (Aerospace, Control Systems, atd). a vyucbu.

Oba nastroje su dostupné vo virtualnom laboratoriu TUKE (Ubuntu 24.04 v ramci WSL na Windows Server 2025).
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Zaklad vypoctov: Konecna presnost a nevyhnutné chyby.

Reprezentacia Cisel (IEEE 754)

Pocitace neukladaju realne Cisla presne. Pouzivaju format
s plavajucou desatinnou Ciarkou (mantisa + exponent).

l 64 bit double-precision 2

Sign  Exponent Mantissa
(1bit)  (11bits) (52 bits)

Dosledok*: 0.1 + 0.1 + 0.1 # 0.3.
V skutocnosti sa vysledok mdze rovnat
'0.306000006000000004 " .

Strojova presnost (Epsilon)

Najmensie Cislo €, pre ktoré plati 1 + € > 1.

Pre 64-bitovd presnost je € &~ 2.22 - 10716,
Akakolvek mensia zmena sa strati.

F\strati sa
€ e o >
1 1+€/2 1+4e€
Typy chyb
Zaokruhlovacie chyby Aproximacné (Truncation) chyby

Vznikaju nahradenim presneho
matematického vztahu jeho
aproximaciou (napr. pouzitim
koneéného poctu €lenov Taylorovho
radu).

X hzn
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Univerzalny nastroj aproximacie: Taylorov polynom.

Kazdl dostatoCne hladkd funkciu f(z) mézeme
v okoli bodu a aproximovat polynédmom. Cim viac
¢lenov (derivacii) pouZijeme, tym je aproximacia
presnejsia.

The Formula

To(e) = £(@) + @) —a) + LD @ - a2 +

o] s (z —a)”

nl

Chyba aproximacie

ZvySkovy ¢len R,(xz) ndm hovori, akej chyby sa
dopustame. Jeho velkost je Umerna prvej zanedbanej
derivacii. Zapisujeme to pomocou Landauovej notacie:

Rn(z) = O((z — a)™*).

4
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Hladanie rovnovaznych stavov: Riesenie nelinearnych

rovnic f(x) = 0.

Problem Statement: Kedy je systém v rovnovahe? Kedy sa sila rovna nule? Tieto otazky vedu k hladaniu korenov funkcii.

Bisekéna metoda
7 (x)

[a,b]

Newton-Raphsonova metoda

(o F(X,))

[a,b]

Bisekéna metoda (Spolahliva, ale pomala)

+ Princip: Opakované delenie intervalu, v ktorom je zaruceny koren,
na polovicu.

« Konvergencia: Linearna, O(2*). Pomal4, ale istéa.

Newton-Raphsonova metoda (Rychla, ale citliva)

« Princip: IteraCné spresfiovanie odhadu pomocou dotycnice ku grafu
funkcie.

* Vzorec: x,,, = X, - f(x,) / (x,)

« Konvergencia: Kvadratickd, O(e?). Extrémne rychla, ak je podiatoény
odhad dobry. MéZe zlyhat, ak f'(x,) = 0 alebo je odhad daleko.
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Praca s datami: Prekladanie bodov vs. hl'adanie trendu.

Interpolacia \

’ ( e Linearna Regresia

X

Interpolacia (Presne cez body) Regresia (Aproximacia trendu)

(Q_ Otazka: Ak pozname hodnoty v niekolkych bodoch, akd () Otéazka: Aké su data zataZené Sumom, aky je zakladny
je hodnota medzi nimi? trend, ktory ich opisuje?

@' Ciel: N3jst funkciu (typicky polyném), ktora prechadza @j Ciel' Najst funkciu (priamku, parabolu), ktora najlepSie
vsetkymi zadanymi bodmi. vystihuje data, ale nemusi prechadzat ziadnym

{o» Metoda: Lagrangeov interpolacny polyném. bodom.

.~¢ Chyba: 0(h™*1). Presnost rastie s po¢tom bodov (do {5:; Metoda: Metdda najmensich Stvorcov — minimalizuje
istej miery). sumu Stvorcov odchylok Y(y; — f(x;))?.
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Vypocet plochy pod krivkou: Numericka integracia.

Problém: Ako vypocitat urity integral [ f(x) dx, ked nepozname analytické rieSenie? Rozdelime plochu na
malé, jednoduche tvary.

Lichobeznikova metdda Simpsonova metoda

a T X a ) . % [
Idea: Aproximujeme funkciu na malych intervaloch Idea: Aproximujeme funkciu na malych intervaloch
useckami. parabolami (kvadraticka interpolacia).

Presnost: Globalna chyba je 0(h?). ZmensSenie Presnost: Globdlna chyba je 0(h*). ZmensSenie kroku
kroku h na polovicu znizi chybu Stvornasobne. h na polovicu znizi chybu az Sestnastnasobne.
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Modelovanie dynamiky v case: Riesenie diferencialnych rovnic.

Problém: Ako predpovedat budutci stav systému (napr. polohu lietadla), ak pozname jeho suc¢asny stav a zakony jeho
pohybu? Riesime rovnicu ¥’ = f(¢,y).

-
@
@
»n
t[] tn fﬂ tn tﬂ. r
Time, t
Eulerova metoda (Jednoducha, ale nestabilna) Runge-Kutta 4. radu (RK4 - Zlaty standard)
e= Princip: Robime malé kroky vpred v smere dotycnice e= Princip: V kazdom kroku vypocita Styri pomocné odhady
(derivacie). smeru a ich vaZenym priemerom dosiahne ovela vy3siu
2 NVzoreC: Yni1 =Yn + h - f(tn,yn) presnost.
|~ Presnost: Nizka, globalna chyba je O(h). VyZaduje [~ Presnost: Vysoké, globéina chyba je O(h*). Standardna
extrémne malé kroky. metoda v Simulinku (ode45) a vedeckych vypoctoch.
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Od rovnic k simulacii: Model predator-korist v Simulinku.

Kontext: Diferencialne rovnice su jazykom modelovania. Simulink ndam umoznuje tento jazyk 'nakreslit' a spustit.
Model (Lotka-Volterra): dx/dt = ax - Bxy" (Rast koristi, brzdeny predatormi),
dy/dt = dxy - yy (Rast predatorov, zavisly od Koristi).

Simulacny model Vysledok simulacie
R — C CSIONENE
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Pointa: Komplexné dynamické spravanie vyplyva priamo z jednoduchych pravidiel (rovnic), ktoré sme numericky vyriesili.
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Zjednodusenie dynamiky: Sila Laplaceovej transformacie

Casova oblast

{:ﬂ' KItéova myslienka

el Laplaceova transformacia premiena operacie z
casovej oblasti (derivacie, integraly) na jednoduché
algebraické operacie v “s-oblasti" (nasobenie, delenie).

%_ Hlavna vlastnost (The Magic Trick) ‘s-oblast’ (Algebra)
* Transformacia derivacie: 9 .
L{f’(f)} . SF(S) - f(ﬂ) (3 + as + b)Y(S-) — F(S)
 Transformacia druhej derivacie: Vyries jednoduchu algebraicku rovnicu pre Y (s)

L{f"(t)} = s°F(s) — s£(0) — £'(0)

|£ PreCo komplexné Cisla?

Premenna s = o + iw je komplexna. Realna Cast o
suvisi s timenim alebo rastom, zatial co imaginarna
Cast w suvisi s oscilaciami.
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Aplikacia v avionike: Modelovanie Roll dynamiky dronu.

&)

Ciel' Numericky modelovat a riadit naklon (roll)
kvadrokoptéry okolo osi X.

- AT
©
Stavovy vektor X = | p

Z

 : Uhol naklonu (roll angle) C
 p: Uhlova rychlost naklonu (roll rate) To
e 2. Integral regulaénej chyby

Diferencialne rovnice pohybu (zjednoduseneg)

d
d—f = p (Zmena uhla je uhlova rychlost)
dp Ty

Pt (Zmena uhlovej rychlosti je dana momentom 7, a zotrvacnostou 1)
£
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Prevzatie kontroly: Stabilizacia dronu pomocou PID regulatora.

O~ Problém: Ako vypoditat spravny riadiaci moment T, aby sa dron naklonil na pozadovany uhol @,4?
il RieSenie: PID requl4tor - Proportional-Integral-Derivative.

s Regulacna chyba*: e(t) = ¢.y,q - @(t)
At de
Riadiaci zakon: 't Kp e +Ki- fe dt +Kd- F
;
Column P (Proporcionalna) Columnl (Integracna)
: de
Kp-e Ki - f edt Kd -
dt
Reaguije na su€asnu chybu. Eliminuje minuld, ustalenu chybu. Predpoveda buducu chybu.
(Silna reakcia na velkd odchylku). (Zabezpeci dosiahnutie presnej hodnoty). (TImi kmitanie a zrychluje odozvu).

E

**Sirsi kontext: Pre zloZitejSie ulohy sa pouzivaju pokroCilejSie regulétory ako LQR (Linear Quadratic Regulator) alebo MPC (Model Predictive Cmgrﬂz il



Kompletny obraz: Dynamicky model malého dronu
(trieda DJI Mini).

Rotacna dynamika Vertikalny pohyb:
(Roll-Pitch-Yaw):

o/ Autopilot Dynamika 2 Rovnica pre zmenu
Eulerove dynamické (PID/LQR) Dronu (ODR) 9 vysky:
rovnice pre pevné teleso: s e
fj ~ E q .
I, TS 5
oo T < : e ,
g~ — Zrychlenie je dane
I w
g celkovym tahom T’
D ~ LY proti gravitacii g.
I,
* Kinematicke rovnice Od riadenia k motorom:
pre prevod uhlovych ‘ = :
rychlosti na zmenu Autopilot vypoCita potrebné T', 7, Tg, Ty.
uhlov. Tieto hodnoty sa nasledne prepoditaji na

individualne tahy styroch motorov 17, 15, T3, T}.
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Vas subor nastrojov pre moderne letectvo.

Zhrnutie cesty:
@ 1. Pochopili sme zaklady: Uvedomili sme si limity poCitacov a dolezitost riadenia chyb.

2. Zostavili sme si arzenal: Osvoijili sme si metddy na rieSenie rovnic, pracu s datami,
integraciu a simulaciu dynamickych systémov (ODR).

iﬁ'ﬁ 3. Aplikovali sme ich v praxi: Navrhli sme, modelovali a riadili sme dynamiku letu dronu -
B od zakladnych rovnic az po komplexny model.

Finalna myslienka: Numerické metody nie su len abstraktna matematika.
Je to jazyk, ktorym inzinieri analyzuju, simuluju a riadia realny svet.

Zdroje a dalSie informacie:
Cela publikacia: https://peter.szabo.website.tuke.sk/download/NMvp.pdf ‘ @ ®®®\

ISBN: 978-80-553-4929-9 (e-publikacia)
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